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A b s t r a C t
P r a e t i e a l s t a b i l i t y p r o b l e m s o f s i n g l e d y n a m i e s y s t e m w i t h im p u l s i v e s o l u t i o n s a r e e o n
-
s i d e r e d i n t h i s p a p e r
.
U s i n g e o m p a r is d n p r i n e i p l e
, a e l a s s o f V
.
f u n e t i o n s a n d i m p u l s i v e d i f
-
f e r e n t i a l i n e q u a l i t i e s
,
t h e e r it e r i a o f p r a e t ie a l s t a b i l i t y
,
p r a e t i e a l u n i f o r m s t a b i l i t y a n d p r a e
-
t ie a l in s t a b i l i t y o f s u e h k i n d o f s y s t e m a r e o b t a i n e d a n d P r o v e d
.
T h e r e s u l t s w h i e h a r e o b
-
t a i n e d h e r e h a v e im p r o v e d o n t h e r e s u l t s i n r e f e r e n e e 〔5〕
K e y w o r d s D y n a m i e s y s t e m w i t h i m p u l s i v e s o l u t i o n s ; p r a e t i e a l s t a b i l i t y ; e o m p a r i s o n
p r i n e i p le ; a e l a s s o f V
.




I n t r o d u e t i o n
T h e m o t i o n o f tn a n y t h i n g s e a u s e s d i s e o n t i n 叭o u s p h e n o m e n a
, s u e h a s r e l a y s y s t e m s
,
o p t im a l e o n t r o l s y s t e m s
,
f r e q u e n e y m o d u l a t e d s y s t e m s
, s o m e m e e h a n i e a l s y s t e m s
, e e o -
n o m i e p r o b l e m s
,
b i o l o g i e a l p h e n o m e n a a n d p h a r m a e o k i n e t i e s
.
T h e r e a r e t w o e a s e s o f d i s
-
e o n t i n u o u s d y n a m i e p h e n o m e n a
, o n e 15 t h e d is e o n t i n u o u s e h a n g e o f m o t i o n a l v e l o e i t y
,
t h e
o t h e r 15 a n a b r u p t e h a n g e o f m o t i o n a l s t a t e s
.
A e e o r d i n g t o p u r e m a t h e m a t i e s v i e w p o i n t [
1〕 ,
t h e f o r m e r e a n t u r n i n t o d i f f e r e n t i a l s y s t e m s w i t h d is e o n t i n u o u s r i g h t
一
h a n d s i d e
,
w h a t 15
e a l l e d d i s e o n t i n u o u s d y n a m i e s y s t e m s ; t h e l a t t e r e a n t u r n i n t o s o l u t io n s d i s e o n t i n u i t y o f a
d y n a m i e s y s t e m
, n a m e l y t h e 5 0
一 e a l l e d d y n a m i e s y s t e m w it h im p u l s i v e s o lu t i o n s o r im p u l
-
s i v e s y s t e m i n b r i e f
.
P r a e t i e a l s t a b i l i t y p r o b l e m s w e r e p r e s e n t e d b y L a s a l le a n d L e f s e h e t z i n 1 9 6 1 [ 2〕
.
B u t
t h e p r a e t i e a l s t a b i l i t y o f d i
s e o n t i n u o u s d y n a m i e s y s t e m s w a s s t u d i e d i n 1 9 7 2 〔
,〕 , t h e r e a r e
a l r e a d y m a n y w o r k s i n t h i s a r e a
,
w h i e h i n e l u d e a u t h o r
’ 5 q u i t e a f e w p a p e r s
.
T h e t h e o r y o f
im p u l s i v e d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s ( im p u l s i v e s y s t e m s ) w a s f o u n d e d i n 1 9 5 9 [
4〕 , b u t t h e p r a e
-
t i e a l s t a b i l i t y p r o b l e m s o f im p u l s i v e 盯 s t e m s h a v e b e e n s e ld o m s t u d i e d 5 0 f a r
.
杏 套
T h is p a p e r h a s b e e n a e e e p t e d b y t h e “ X V l l P a e if ie S e in e e C o n g r e s s ”
, a n d h a v e r e p o t e d o n a s e s s io n
o f t h e C o n g r e s s ; t h e a b s t r a e t o f t h is p a p e r h a s b e e n p u b li s h e d o n 《 P r o e e e d in g ( A b s t a e t s o f 1 7 t h
P
a e if i e S e in e e C o n g r e s s })
,
H
o n o lu l u
,
U S A 一 1 9 9 1
.
M
a n u s e r iP t
r e e e iv e d J u l y 3
,
1 9 9 2
2 5N N A
.







La k s h m i k a n t h a m
’ r 5e e e n t w o r k 〔
5口t o u e h e d o n t h is s u b i e e t a n d o b t a i n e d s o m e r e s u l t s
.
I n h i s
p a p e r
,
t h e p r a e t i e a l s t a b i l i t y o f i m p u l s iv e s y s t e m s 15 t a k e n i n t o a e e o u n t
.
T h e e o n e e p t o f a
e l a s s o f V
;
f u n e t i o n s 15 p r e s e n t e d
.
U s i n g e o m卢
a r i s o n
e q u a l i t i e s a n d t h e e l a s s o f V
。
f u n e t i o n s
,
w e o b t a in t h e
P r i n e i n p l e
,
i rn p u l s i v e d i f f e r e n t i a l i n
-
e r i t e r i a o f p r a e t ie a l s t a b i l i t y
,
e a l u n i f o r m s t a b i l i t y a n d p r a e t i e a l i n s t a b i li t y
.
T h e s e r e s u l t s g e n e r a l i z e a n d i m p r o v e
r e s u l t s i n w o r k [ 5 ]
.
P r a c t l
-
o n t h e
; 2
.
S y s t e m s D e s e r i p t i o n a n d P r e l i m i n a r i e s
C o n s i d e r t h e f o l l o w i n g s y s t e m
f (















w h e r e f o r t = t
* , 乙x ( t
;
) = x ( t亡) 一 x ( t
`
)
, x ( t广) = li m x ( t
。
+ h )
, a n d x ( t ) 15 l e f t e o n t i n u
-
。、 犷
o u s a t t ;
,




) = l i m x ( t
;
+ h ) = x ( t厂 )
.
A s s u m e t h a t t h e s o l u t i o n s t o s y s t e m
h 州*( 】
( 1 ) s a t i s f y e o n d it i o n s o f
W e e a n s e e
i )
11 )
t h a t a n y
u n i q u e n e s s t h e o r e m a n d g l o b a l e x i s t e n e e o n t h e r i g h t h a n d s i d e [
4〕
.
s o l u t io n x ( t ) t o s y s t e m ( 1 ) s a t is f ie s
X
S u p p o s e t h a t e v e r y
乙 x ( t
`
)
s o l u t i o n
一 f (








` 任 ( `




走 k = 1
,
2
, . ` .
x ( t ) o f ( 1 ) 15 l e f t e o n t i n u o u s a t t




… b u t a t t h e
S a l l l e t l n l e
f i x e d t i m e s
s y s t e m ( 1 )
J U m P
一 气
。
O C C U r S
k ~ l
f r o m x ( t
。
) t o x ( t亡)
,




… H e n e e s u e h s o l u t i o n s a r e s a i d t o b e i m p u l s i v e s o l u t i o n s t o
.
a n d s y s t e m ( 1 ) 15 s a i d t o b e s i n g l e d y n a m i e s y s t e m w i t h i m p u l s i v e s o l u t i o n s
o r a im p u l s i v e s y s t e m i n b r i e f
.
I n o r d e r t o p r o v e t h e m a i n t h e o r e m s
.
w e n e e d t h e f o l l o w i n g l e m m a s
:
L e m m a 1 A s s u m e t h a t
i ) t h e s e q u e n e e { t
。














m 任 C 〔R +
,
R ]
a n d m ( t ) 15 l e f t c o n t i n u o u s a t `














( u ) 15 n o n d e e r e a s i n g i n “ a n d f o r e a e h h =







D + m ( t ) 镇 g (
t , m ( t ) )
, t 笋 t
。 ,
m ( t亡) 毛 必
*


















( t ) 一 f (
t , t 。 , u 。 ) 15 t h e
g ( t
, u )
m a x i m a l
t 护 t
。




s o l u t i o n t o s e a l a r e q u a t i o n
















T h e n m ( t ) 毛
r
( t )
, ! 任 J = [
t 。 , 。 )
.
p r o o f F o r ` 任 仁
`。 . ` ,
]





B e e a u s e o f 必
,









i n e q u a li t y w e h a v e m ( t )
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) ) 毛 必: (
r
( ` 1 ) ) 一 u 亡
,





t : , u s i n g a g a i n t h e e l a s s i e a l d i f f e r e n t i a l i n e q u a l i t y
,




w h e r e
r




t l , u
护) 1




A g a i n
a s b e f o r e
,
w e g e t
m ( t才) 镇 必
2
( m ( t
:





) ) 一 u 才
.
R e p e a t i n g t h i s s t a t e m e n t
,
w e e a n o b t a i n t h e d e s i r e d r e s u l t a t l a s t a n d t h e p r o o f 15 e o m
-
P l e t e
.
L e m m a 2 A s s u m e e o n d i t i o n s l ) a n d 11) o f L e m m a 1 h o !d a n d e o n d i t i o n 111) h o l d s
w i t h t h e
『
i n e q u l i t i e s i n v e r s e d
.
L e t P ( t ) = P ( t
, t 。 , u 。 ) b e t h e m i n i m a l s o l u t i o n t o ( 2 ) e x i s t
-
i n g o n [
t 。 , 。 )
.
T h e n m ( t ) ) 户 ( t )
, ! 任 J
.
T h e p r o o f o f L e m m a 2 15 s im i la r t o t h a t o f L e m m a 1
.




1 a n d i n i t i a l t i m e t
。
) 0 a r e g i v e n
.
S u p p o s e t h a t Q
。 ,
Q a r e t h e b o u n d
-
e d 。 o n n e e t e d o p e n S e t s
,
Q
。 15 a s u b s e t o f Q a n d 刃
。
自 益 = 必
.






d e n o t e t h e
b o u n d a r y
,
t h e e l o s u r e a n d t h e i n t e r i o r o f Q
, r e s p e e t i v e l y ; S
。




















w h e r e o < a < 口
,









x o 任 Q
。 , i m p l i e s x ( t
, t 。
.
x o ) 任 Q
, t 任 J










, x 口 任 Q







, t ) t
o .





` , t 。 )
,
if t h e r e e x is t
a n x o 任 Q
。 a n d a t
,
> t
。 S u e h t h a t x ( t
, , t 。 , x o ) 百 Q
.
D e f i n i t i o n 2 In s e a l a r i m p u l s i v e e q u a t i o n s ( 2 2 )
, a s s u m e t h a t g 任 C [ R






任 C 「R +
,
R + ]
a n d 必
。
( u ) i s n o n d e e r e a s i n g i n u
,
t h e n
:





, t 。 )
,
i f o 镇 u
。
< a i m
-
p l ie s u ( t
, t 。 , u 。 ) < 口
, t 任 J
.













a im p l i e s u ( t
, t , , u , ) < 月
, 艺 ) t
, .





, t 。 )
,
i f t h e r e e x i s t s




a n d a t
,
) t
。 s u e h t h a t ( t
、 , t 。 , u 。 ) ) 夕
.
D e f i n i t i o n 3 V
: R + X R
”
一 R
+ 15 s a i d t o b e l o n g t o e l a s s V
.
( v e V -A )
,
i f
i ) V 15 c o n t i n u o u s i n ( t卜
1 , t。
] K R











y ) = V ( t亡
, x ) e x i s t s ;
11) V i , l o e a l l y L i p s e h i t z i a n in x f o r t 任 「t
; 一 1 , t ; 〕 ;
111) 日
a , b 任 K s u e h t h a t
a
( 卜 } ) ( V (
t , x ) ( b ( !x } )
,
f o r ( t
, x ) 任 R + X S
; , 户> 0
.
n e f i n i t i o n 4 I f V 任 V
` , w h e n ( t
,
x ) 任 ( t卜
1 , t .
] x R
“ ,
d e f i n e
5 4 A N N
.







。 + v (`
,
二 ) 一 1i m , u p 李「
v (` + 、
.
二 + 、 f ( `
,




, ~ +0 n
H e r e a f t e r w e a l w a y s a s s u m e t h a t
:




< t : < … <
t .
< …
, a n d t
。
户 co
a s k 一的
;
2 ) f




15 c o n t i n u o u s in ( `
。一 : , t。〕 x R

















M a i n R e s u l t s
T h e o r o m l
d e e r e a s i n g in u
1 ) if l e t a
I f t h e r e e x i s t a V 任 V





. : R + 一 R
+ , 沪
`
( u ) 15 n o n
-
s u e h t h a t
量哭
b ( l小
月一 i n f
a
( }x } )
, a < 夕h o ld s ;
x 〔 司
2 ) f o r ( t
,
x ) 任 J X Q
,
D + V ( t
,
x ) 镇 g (
t , V ( t
,
x ) )






( x ) 成 必
。
( V ( t
, x ) )







3 ) t h e r e e x i s t s a 户 ~ 户( Q ) s u e h t h a t x 任 Q im p l i e s x + I ( x ) 任 S
;
.





, t 。 ) o f ( 2 ) i m p l i e s t h e p r a e t i e a l





, t 。 ) o f ( l )
.
P r o o f
.







w e h a v e
0 毛
u 。 < a i m P l i e s u ( t
, t 。 , u 。 ) < 月
, t 任 J
,
w h e r e u ( t
, t。 , u 。 ) 15 a n y s o l u t i o n t o ( 2 )
s t a r t i n g a t ( t






l e t u
o
一 V ( t
。 , x o )
,
b y e o n d i t i o n l )
,




N o w w e e l a i m t h a t x ( t
, t 。 , x “ ) 〔 Q
, t 任 1
.
O t h e r w is e
,




) w i t h x
。
任 Q
。 a n d t > t





t 。+ 1 f o r s o m e k
, s a t i s f y i n g
x ( t ) 百 Q a n d x ( t







F r o m e o n d i t io n 3 )
,




( x ( t
.
) ) e s
; ,




H e n e e
w e e a n f i n d a t





t a n d x ( t
, , t 。 , x 。 e 曲
.
L e t m ( ` ) = V ( t
,
x ( t ) ) f o r t 任 [
`。 , t , 〕 a n d u s i n g e o n d i t i o n s Z ) a n d 3 )
,
b y L e m m a l
,
w e g e t
V ( t
,
x ( t ) ) 成
r
( t




f o r ! 任 「t
。 , t , 〕 ( 3 )
w h e r e
r
( t
, t。 , u 。 ) 15 t h e m a x im a l s o l u t i o n t o ( 2 ) w i t h u
。
~ V ( t
。 , x o )
.
S i n e e 泣
。
<












F r o m t h i s
,
b y i n e q u a l i t y ( 3 )
,
V 任 V
. a n d
e o n d i t i o n l )
,









) ) < i





w h i e h i m p l i e s x ( t
P r o o f o f T h e o r e m
t 。 , x Q ) 石 孙
.
T h i s f a e t 。 o n t r a d i e t s x ( t
, , t 。 , x o ) e 刃
.
H e n e e t h e
1 15 e o m P l e t e
.
T h e o r e m 2 If t h e r e e x i s t s a V e V





. : R + 也 R
+ , 必
.
( u ) 15
n o n d e e r e a s i n g
1 ) i f l e t “
i n u s u e h t h a t




a ` I` ! )
, “
< 夕 h
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2) f or (t
,
x ) 任 R + X Q
,
{ D
+ V ( t
,
x ) 镇 g (
t , V ( t
,
x ) )











( x ) ) 毛 必
.
( V ( t
,
x ) )
, t = t
. ,
3 ) T h e r e e x i s t s a P ~ P ( Q ) s u e h t h a t x e Q im p l ie s x + I
。
( x ) 任 S
,
.




R + ) o f ( 2 ) im p l ie s t h e




R + ) o f ( l )
.
T h e p r o o f o f T h e o r e m 2 15 s im i la r t o t h e p r o o f o f T h e o r e m 1
.
T h e o r e m 3 I f t h e r e e x is t V 任 V





. : R + e R + a n d 必
.
( u ) 15 n o n
-
d e e r e a s i n g i n u
:




a , s u p b ( }
x }) = 月
s u e h t h a t
x 任吗
x 任 孙
i ) f o r ( t
,
x ) J X Q
D + V ( t












( x ) ) ) 沪
.
( V ( t








11) t h e r e e x i s t s a 尸 = 户( Q ) s u e h t h a t x 任 Q im p l i e s x + I
。
( x ) 任 S
,
.





, t 。 ) o f s e a l a r im p u l s iv e s y s t e m ( 2 )





, t o ) o f v e e t o r i m p u l s i v e s y s t e m
( 1 )
.
P r o o f L e t m ( t ) 一 V ( t
,
x ( t ) )
,
w h e r e x ( t ) = x ( t
, t 。 , x o ) 15 t h e s o l u t i o n t o ( 2 ) s t a r
-
i n g a t ( t
。 , x o )
,




w e h a v e
{
D + “ “ ’ ) g (`
,
拼 ( ` ”
,
}
“ “ 亡’ ) 必
·





) = V ( t








F r o m t h i s a n d l e t u ( t
。
) 一 V ( t
。 , x o )
,
b y L e m m a Z
,
w e e a n o b t a i n
m ( t ) ) P ( t
, t 。 , u 。 )
, t e J
,
w h e r e P ( t
, t。 , u 。 ) 15 t h e m i n i m a l s o l u t i o n t o ( 2 ) s t a r t i n g a t ( t
。 , u 。 ) a n d u
。
= V ( t
。 , x o )
.















S u p p o s e t h a t ( 2 )





, t 。 )
,
t h a t 15
,
t h e r e e x i s t u
。 : 0钱 u
。
< a a n d
t , > t
。 s u e h t h a t u ( t
、 , t。 , u 。 ) ) 夕
,
w h e r e u ( t






F r o m t h i s V 任 V
. a n d ( 4 )
,
h a v e
a ( 卜
。
} ( V (
,。 , x o ) < i
n f
x e 气
a ( 卜 })




x 。 ) }) ) V (
` , , x ( `
, , `。 , x o ) ) ) s u p b ( }x } )
.
x e 脚





w e o b t a i n 日 x
o
任 Q
。 s u e h t h a t x ( t
, , t 。 , x o ) 百 Q
.
T h i s p r o v e s t h e T h e o
-
R e f e r e n e e s
[ 1 ] H
e J ia n x u n a n d C h e n P e n g n ia n
,
S o m e A s p e e t s o f t h e T h e o r y a n d A p p l i e a t i o n o f D is
-
e o n t i n u o u s D i f f e r e n t i a l E q u a t i o n s
.
A d v a n e e s i n M a t h e m a t i e s
,
1 6 ( 1 9 8 7 )
,






L a s a l l e
, a n d 5
.
L e f s e h e t z
,
S t a b i l i t y b y L y a p u n o v
, 5 D i r e e t M e t h o d w i t h A p p li e a
-
56 A N N
.







t i o n s
.
A e a d e m i e P
r e s s
.
N e w Y o r k
,






M i e h e l




P r o t e r
.
p r a e t i e a l S t a b i l i t y a n d F i n i t e 一 T im e S t a b i
.
i t y o f
D i s e o n t i n u o u s S y s t e m s
.
















B a in o v




S im e o n o v
,
T h e o r y o f Im p u l s i v e D i f
-
f e r e n t i a l E q u a t i o n s
.
W o r l d S e i e n t i f i e
,
S i g a p o r e
,








L e e l a




M a r t y n y u k
,
P r a e t i e a l S t a b i l i t y o f N o n l i n
-
e a r s y s t e m s
.
W
o r l d S e i e n t i f i e
,
S i n g a p o r e
.
1 9 9 0
.
